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Derivate parziali seconde

Ordine di derivazione

Teorema 1 (Teorema di Schwarz). Siano Ω un insieme aperto di Rd e u : Ω → R una funzione
derivabile due volte su Ω. Se per una coppia di indici 1 ≤ i ≤ d e 1 ≤ j ≤ d le derivate parziali ∂iju e
∂jiu sono continue nel punto X0 ∈ Ω, allora

∂iju(X0) = ∂jiu(X0).

Dimostrazione in dimensione due. Supponiamo che d = 2 e X0 = (x, y).

Per ogni h, k ∈ R, consideriamo l’espressione

u(x+ h, y + k)− u(x+ h, y)− u(x, y + k) + u(x, y).

Fissati y e k, la funzione
f(t) = u(t, y + k)− u(t, y)

è derivabile in t ed esiste h′ ∈ (0, h) tale che

u(x+ h, y + k)− u(x+ h, y)− u(x, y + k) + u(x, y) = f(x+ h)− f(x)

= hf ′(x+ h′)

= h
(
∂xu(x+ h′, y + k)− ∂xu(x+ h′, y)

)
.

Utilizzando di nuovo il teorema di Lagrange, si ha

∂xu(x+ h′, y + k)− ∂xu(x+ h′, y) = k ∂y∂xu(x+ h′, y + k′),

per un qualche k′ ∈ (0, k). Quindi

lim
(h,k)→(0,0)

u(x+ h, y + k)− u(x+ h, y)− u(x, y + k) + u(x, y)

hk
= ∂y∂xu(x, y).

Ora, fissiamo x e k e consideriamo la funzione

g(s) = u(x+ h, s)− u(x, s).

Ora, per ogni k, esiste k′′ ∈ (0, k) tale che

u(x+ h, y + k)− u(x+ h, y)− u(x, y + k) + u(x, y) = g(y + k)− g(y)

= k g′(y + k′′)

= k
(
∂yu(x+ h, y + k′′)− ∂yu(x, y + k′′)

)
.

Come sopra, esiste h′′ ∈ (0, h) tale che

∂yu(x+ h, y + k′′)− ∂yu(x, y + k′′) = h ∂x∂yu(x+ h′′, y + k′′),

Quindi, per la continuità di ∂x∂yu, si ha

lim
(h,k)→(0,0)

u(x+ h, y + k)− u(x+ h, y)− u(x, y + k) + u(x, y)

hk
= ∂x∂yu(x, y).
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Sviluppo di Taylor al secondo ordine

Teorema 2 (Teorema di Taylor - ordine 2). Siano Ω un insieme aperto di Rd e sia F : Ω → R una
funzione di classe C2(Ω). Allora

F (X) = F (X0) +
d∑

i=1

∂iF (X0)
(
Xi −Xi

0

)
+

1

2

d∑
i=1

∂ijF (X0)
(
Xi −Xi

0

)(
Xj −Xj

0

)
+ o
(
|X −X0|2

)
.

Dimostrazione in dimensione due. Useremo la notazione X = (x, y) e X0 = (x0, y0). Inoltre,
senza perdità di generalità, possiamo supporre che (x0, y0) = (0, 0). Ora, siccome le funzioni

∂xF : Ω→ R e ∂yF : Ω→ R

sono di classe C1, abbiamo

∂xF (x, y) = ∂xF (0, 0) + (x, y) · ∇(∂xF )(0, 0) + ε1(x, y),

∂yF (x, y) = ∂yF (0, 0) + (x, y) · ∇(∂yF )(0, 0) + ε2(x, y),

dove

lim
(x,y)→(0,0)

ε1(x, y)√
x2 + y2

= 0 e lim
(x,y)→(0,0)

ε2(x, y)√
x2 + y2

= 0. (1)

Ora, fissiamo (x, y) in intorno di (0, 0) e calcoliamo

F (x, y)− F (0, 0) =

∫ 1

0
(x, y) · ∇F (sx, sy) ds

=

∫ 1

0
x ∂xF (sx, sy) ds+

∫ 1

0
y ∂yF (sx, sy) ds

=

∫ 1

0
x
(
∂xF (0, 0) + sx∂xxF (0, 0) + sy∂yxF (0, 0) + ε1(sx, sy)

)
ds

+

∫ 1

0
y
(
∂yF (0, 0) + sx∂xyF (0, 0) + sy∂yyF (0, 0) + ε2(sx, sy)

)
ds

= (x, y) · ∇F (0, 0) +
1

2
(x, y)

(
∂xxF (0, 0) ∂yxF (0, 0)
∂xyF (0, 0) ∂yyF (0, 0)

)(
x
y

)
+

∫ 1

0

(
xε1(sx, sy) + yε2(sx, sy)

)
ds.

Quindi basta verificare che

lim
(x,y)→(0,0)

1

x2 + y2

∫ 1

0

(
xε1(sx, sy) + yε2(sx, sy)

)
ds = 0.

Usando (1) abbiamo che per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che:√
x2 + y2 < δ ⇒ εj(x, y)√

x2 + y2
< ε.

Di conseguenza, per j = 1, 2 e per ogni s > 0, abbiamo√
x2 + y2 < δ ⇒ εj(sx, sy)√

x2 + y2
=

s εj(sx, sy)√
(sx)2 + (sy)2

< sε.

Quindi, per
√
x2 + y2 < δ, si ha che

1

x2 + y2

∫ 1

0

(
xε1(sx, sy) + yε2(sx, sy)

)
ds < ε,

il che conclude la dimostrazione.
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